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1. Sistem Bilangan Real 
1.1.Himpunan Bilangan Real(R) 


Himpunan bilangan real mencakup 2 buah himpunan bilangan yaitu himpunan bilangan 
rasional dan bilangan irasional 


1.1.1.Himpunan Bilangan Rasional(@) 


Himpunan bilangan rasional adalah semua bilangan yang dapat dinyatakan dengan 
suatu pecahan baik biasa maupun campuran dengan penyebut tidak sama dengan nol, 
dengan kata lain @ - fx — #la,b EZ,b # o. Bilangan desimal berulang termasuk 
dalam bilangan ini. 


Himpunan bilangan rasional mencakup himpunan bilangan asli(N), bilangan cacah(W), 
dan bilangan bulat(Z) 


1.1.2.Himpunan Bilangan Irasional(Bilangan Bentuk Akar) 


Himpunan bilangan irasional adalah kebalikan dari himpunan bilangan rasional, yaitu 
bilangan yang tidak dapat dinyatkan dalam bentuk pecahan termasuk di dalamnya 
pecahan tidak berulang. 


Contoh A.1 


1) (OSK 2005) Bilangan adalah termasuk bilangan 


1 
(1-2) (2-vV3)(1—vV2)(2—3) 


. Tak rasional positif 
. Tak rasional negatif 
. Rasional tidak bulat 
. Bulat positif 

. Bulat negatif 


mUDw 


Jawab : 


2 1 


2 ea aa na 3 eat aa aa 3 nga aa ee 
(142)(24V3)(1-v2)(2—V3) — (142) (21v3)(2—3)) 4-24-3) DG) 
Sehingga jawaban yang paling tepat adalah E. Bulat negatif 


2) (OSP 2005) Misalkan a sebuah bilangan rasional dan b adalah sebuah bilangan 
takrasional, maka a # b adalah bilangan. ... 


Jawab : 


Karena a bilangan rasional dan b tak rasional maka a 4 b akan menjadi bilangan tak 
rasional 


Sebagi ilustrasinya adalah, misalkan a — 3 (3 adalah bilangan rasional) dan b — V5 (V5 
adalah sebuah bilangan tidak rasional, makaa #b —3-4#-“V5( 34vV5 adalah 


satu bilangan 


bilangan baru hasil penjumlahan a dan b yang tak rasional) 


Perhatikan juga tabel berikut 


Bulat Irasional/tidak 
llangan Positif Negatif sastonal Haa 
2 V - V « 
0,1089 - - V e 
1tv2 : : : V 


3) (OSN 2005) Diberikan k dan m bilangan-bilangan asli sehingga 2 (Vk 4 4/m — Vk) 
adalah bilangan bulat. 


a. Buktikan bahwa Vk bilangan rasional 
b. Buktikan bahwa Vk bilangan asli 


Jawab : 


a) Karena 2 (Vk - 4/m — Vk) adalah bulat serta k dan m bilangan-bilangan asli. 
Perhatikan bahwa 3 (Vk #- 4Ym — Vk) adalah akar dari persamaan kuadrat dalam n dari 


n2 4 (Vk )n— Wm) — 0, Sehingga Vm — n? # nvk . Selanjutnya kuadratkan masing- 
masing ruas, maka kita mendapatkan m — nf 4 2n'Vk 4n?k & 2n'Vk — m— 
(neh) 5 Naa m-(nt4n2k) 


2n3 


Dari bentuk terakhir jelas bahwa Vk adalah bilangan bentuk pecahan karena ada 
pembilang dan penyebut dengan k dan m bilangan-bilangan asli. 


Sehingga terbukti bahwa Vk adalah bilangan rasional. » 
b) Misalkan Vk — - dengan a,b EN dan FPB(a,b) —1 


Kuadratkan masing-masing ruas, sehingga kita mendapatkan k — 2 Karena k adalah 


bilangan asli, haruslah b? — 1 dan kita mendapatkan k — a? sehingga Vk — a dengan a 
adalah bilangan asli 


Jadi terbukti bahwa Vk bilangan asli. & 


1.2.Operasi Bilangan Real 


Dalam operasi bilangan real ada 2 macam operasi bilangan, yaitu secara aljabar tidak 
aljabar(transenden) 


1.2.1.Operasi Aljabar 


a. Bilangan bentuk pangkat 
Perhatikan bentuk bilangan a? — a.a.a.... .a ,dengan a adalah bilangan 


sebanyak p 


pokok(basis) dan p adalah bilangan pangkat( derajat) dari a. 
Beberapa formula pada bilangan berpangkat(tentunya dengan berbagai syarat) 


mPx m3 — mp4 
mP: m3 5 mp4 
(mP)9 — mp34 
(n.m)PP — nPx mP 


m' —1 ,dengan m #0 

m' -—m 

m#mi-—n#4m 

(e-m)y — (mn) 

Nn 4m) —n? 2m 4m —n2 4m 421m 

( ) 

(n — m2 —n' —2nm# mM —n' #m'— 21mm 

mm) —n? 4 3n2m 431m? 4m —n? 4m? t3nmln 4m) 
(n — mP —n? — 3n?m#3nm' — m—n? — m— 3nm(n—m) 


nP 4m — m4 m)WI — MAP M2 — .—nmP2 H mP-1) dengan 


p € bilangan ganjil 


nP — MP — n— MT HPM kn M2 4 tnmP2 4 mp1) dengan 


p € bilangan asli. 


(A4 b)" — Yesolnja" X.bF dengan (1) — AT 


BEA 
1m 

ban 3 5 
1em4tm — 

1-m 6 
1-m#tm 4m Hmm — 
1#m4m 4m: - —-1-m 

2 3 0... — tb 
14 3m) 4 3m) 4 (3m)? 4 REA 
2. Ba SN IN ME 
1 — 3m) 4 3m) — (3m)? 4 EA 
mpt1—41 


14m4m4m4--- 4m — 


m—1 
b. Bilangan tidak berpangkat(bilangan berderajat 1) 
Berbagai sifatpun akan muncul dari operasi bilangan jenis ini baik sifat asosiatif, 
komutatif, distributif, dan unsur identitas. 
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1.2.2.Operasi tidak Aljabar(Transenden) 


Operasi bilangan yang tidak dapat menggunakan prinsip aljabar langsung pada 


umumnya misalkan 


e Logaritma 


log2 — 0,3010 
V.  l1og3 — 0,4771 
Vi. 10g5 — 0,6990 
e Trigonometri 
I. sina #sin? —2sin (“) cos (“) 
ii. sina —sinp — 2cos (“) sin (Hi 
iii. cosa #cosP — 2cos () cos (— 
IV. cosa —cosp — —2sin (F) sin (F 
Misalkan, pada sudut dalam segitiga 
V. sinA-#sinB #-sinC — 4c0os $ cos 7 cos £ 
Vi. cos A 4 cosB 4 cosC — 4sin$sinzsin£ #1 
Vii. tanA #tanB #tanC — tanAtanBtanC 
Contoh A.2 


1) (OSN 2003) Jika a adalah bilangan bulat, buktikan bahwa a? — a habis dibagi 6 


Jawab : 


logm #logn —logim.n) dengan m,n 51 


logm — logn — log (2) 


logm" — n.logm 


Penguraian bentuk a? — a akan menghasilkan 


a' —asata? —1) — ala” #1)(a” —1) — ala? 4 1)(a? #1)(a? —1) — ala” # 1)(a? - 


Uta 4#1)(a — 1) 


Perhatikanlah bahwa a? —a — (a—1)ala #-1)(a? #-1)(a? #1), karena (a— 1)ala #1) 


adalah 3 bilangan berurutan, maka (a—1)a(a #1) habis dibagi oleh 3! dengan kata 
lain (a—1)ala #1) habis dibagi 6. Karena (a— 1)ala #1) adalah factor dari a? —a, 


maka a? — a juga habis dibagi oleh 6. « 


2) (OSN 2013) Suatu bilangan asli dikatakan “kuat” jika ada bilangan asli x sehingga 


x“ #1 habis dibagi oleh 2" 


a. Buktikan bahwa 2013 adalah bilangan kuat 


b. Jika m bilangan kuat, tentukan bilangan asli terkecil y sehingga y”” - 1 habis 


dibagi oleh 2” 
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Jawab : 
a) Misalkan kita pilih x —- 3 ,maka 


320133) 44 . (32013) 41 - (32013) 433 
22013  ——— 22013 — 22013 


(820184 1)( (32015) 3201345) 


22013 
((4—1)201341)( (32018) 3201345) 
- 22013 

Untuk 

A— 172013 2 
(2022742013 10 — (Ca ie Gn la dn (egg U 12012 

2 | 1 : 2 : 2012 : 

Bong an 12013 

2013 : : 


(4 aa 1)2013 2 1) 5 ((eyas 19 — an naga 1ane (SU 3 an 


-A 2013-2012 2012 — (2013) 2013-2013 42013 Es 
Oa 4 1 2013 4 1 1) - 


(at 10 — Ma na 114 Kemasan Ma (ea ia) - 


72013 (aa san Gara si (en 2 Nasa Ca 


Misalkan b — Ne Pas — (122011 4 (01772009 2.4 la maka 
(4 Ka Iya? 3 4 1) — 22013 h 


Sehingga 
3 2 2 
32013041 (B2013) 41 ((4-17201341)( (32013) —3201341) . 22012 (32015) 5320113) — pe(32012y2 — 
22013 22013 22013 22013 
32013 4 1) 


Terbukti bahwa 2013 adalah bilangan kuat. # 


b) Jika m bilangan kuat dan y"” 4 1 habis dibagi 2” serta m,y EN, kita pilih saja 
m —y — 1 supaya didapatkan nilai y terkecil, yaitu 
iban ab 


y 


2. Notasi Sigma 
2.1.Pengertian Notasi Sigma 
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Notasi sigma diperlihatkan sebagai 5 (huruf kapital Yunani) yang berarti 


penjumlahan(sum). 


Notasi yang digunakan untuk menuliskan secara singkat penjumlahan n suku 
Untuk bilangan-bilangan yang selanjutnya dinamakan suku-suku maka dapat 
diilustrasikan sebagai a, ta» H#a3 H--#-a, 5 Yi, Up 


Bentuk Y—, ux, dibaca sigma dari u, yang bergerak dari 1 dan berakhir sampai 


kepada n. 


Bilangan 1 disebut sebagai batas bawah dan n sebagai batas atas penjumlahan. 


2.2.Sifat-Sifat 


D1 Up SU, t Up Hu3 
Yen Up Sur euy kg PUj F Us 


Ya Up SU, HUp FU eU, 
Yan Up SUHU, #U3 Ht» 
Pe PSM 


n — Ta n-#-1 
Lipat Ui — Up bug Aan 5 Diperllp U 


».,(ak #b) —(atb)4#- Ra#tb)4 Ba4#-b) 4 Ya#b) t Sab) 


D5 Up k00) 5 Yi Up HD Up 


Yi OUR 5 Cai Up 


2.3.Beberapa Variasi Penggunaan Notasi Sigma 


2.3.1.Dobel(ganda) sigma 


Dobel sigma didefinisikan sebagai 


Sebagai ilustrasi 


Lio an Uj Kk Lin Le Uj K — (Wo tuo2 Ft Uo,3) 23 (ra tu2t U1,3) 


2.3.2.Tanda sigma dengan batas pertidaksamaan 


Ilustrasi diantaranya misalkan, 


Up SU kU tugu, 


1sksn 


Contoh B.1 


1) Tunjukkan bahwa P1, 235 US Ia Oh 


Jawab : 
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S3 5 Uj Kk 5 (to tuo2 Ff U93) H3 (na tu2t U:3) 


j-0k-—1 


3... 
--. (to 15 U41) 22 (202 TE U,2) TP (w03 Tn Uu 3) — 1 x Uj Kk 


k-1j-0 
2) Tunjukkan bahwa 
2 t2 — An 1 
—2sksn—3 
Jawab : 
2 t2 2 2 22 — 3 2 WN 1. N 
—2sksn—3 0sk4#-2sn—1 Osksn—1 


Penjelasan : pada langkah pertama tanda —2 Sk £X n— 3 masing-masing ditambah 
dengan 2. Kemudian pada langkah ke-2 kita ganti k - 2 dengan k seperti yang kita lihat 
pada langkah ke-3. 


2.4.Rumus-Rumus Penting 
e YynNa#tkhb)—an- Ha) jadalah deret aritmetika 


- r1—1 
e Ye ari 


0 Yk — ar 

0 gn k2— zn(n #1) Rn -#1) 

0 Upah 5 2121 4 1) 

on ke 5141) 21 4 1)(3n2 #3n — 1) 


30 
1 


a' Ink gnn #-1)2(2n? 4#2n—1) 

073 02k 41) — (n# 1) 

0 Yi 02k 41)? — 7(n 4 1)(2n 4 1)(2n4 3) 

0 gn k(k4#1)— -n(n #1) m4 2) 

0 Uralk bak Hb) — sn(n 4 1)(2n #1 4 3a 4 3b) #nab 


o Yikk! —(n#1)! —1 


,adalah deret geometri 


r—1 


2.5.Prinsip Teleskopik 


e Dea Lp 5 Geo S3) AA Gea An Ar Gg aa AA ag Sang 
Genta - Xin) 5 Xn41 — X1 
mn Xik1 — X2 X3 X4 Xn  Xn41 — Xnt1 


i—1 Zi . . 2... . . 
Xi X1 X2 X3 Xn—1 Xn X4 
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3 Pp 1 
x(xt1) Xx  xX#1 


ba 1 1 Taat Ser 
12 23 34 nn41)  nt1 
1 1 1 n 

@ — — —A-.4--—-#— 
13 3.5 57 @n-1)(2n41) — 2n41 
1 1 1 n 

@ — - .-——- 
14” 47 710 (3n-2)8n#1) — 3n#1 
1 1 1 1 n 

@ — — —b-.4- ——-—-#— 
1.5 5.9 9.13 (An-3)(an#1) ”— 4n4#1 
1 1 1 n 

@ — — — .-——- 
25 5.8 811 (3n-—1)(3n#t2) — 6n4t4 


2 oa: € 1 ) 
x.(x4t2) 21x x42 


Ke #(—— 2 ——| 
xx) (x42) ”— 212x241) (x4DO42) 


2 Me aa ng nabi Mn 5 ala MUI 
1.23 2.34 3.4.5 nn4#1)(nt2) — Mn41)n4#2) 
1 1 2 
ai ge ea NYA 
1-42 14#2-4-3 142-344 14-24-3-4----4-n n-1 
Contoh B.2 


1) (OSK 2011)Tentukanlah bilangan bulat positif terkecil a sehingga 2a 4 4a 4 6a # 


-#200a merupakan kuadrat sempurna 


Jawab : 


Karena 2a #4a #6a 4-4 200a merupakan kuadrat sempurna, maka 2a # 4a # ba H 


--#200a dapat dituliskan sebagi 2a #- 4a #ba #-:-4#-200a — (2a) (aneh — 
(100)(101)a — 10?.101a —k? ,k EN. Jelas bahwa a haruslah bernilai 101. 


2) Tentukanlah nilai untuk 1 — 2-3 — 4 
Jawab : 
Perhatikan bahwa 


1—-24-3—4-4----42013 
2013 1006 2013 


2 an Una 


— - (20134007) - (201274007) - — 1007 


3) Hitunglah nilai dari 


AN An ani En 

2 6 12 (2013)(2014) 

b. Mn Pt aa an ab San 

3 15 35 (4025)(4027) 
Jawab : 


442013 


1006 


ni ye Cena 


41006711007) 
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EN TI wi (2013) (2014) a 12" 23" 34” (2013)(2014) 2014 
1 1 51 t 1 I 2013 
b. 3 t 15 ti 35 ski (4025)(4027) 13 t 3.5 t 52 ta (4026-1)(402641) — 4027 
Catatan : Gunakanlah rumus yang sudah ada pada poin 2.5.Prinsip Teleskopik 


untuk penyelesaian soal a) dan b) 


1 1 1 1 1 1 1 1 2 2013 


4) Hitunglah nilai dari (288 (a — 2 


H-9 )-h-D-x-000-63) 


3. Barisan Bilangan 
3.1.Pengertian Barisan 


e Barisan bilangan adalah urutan bilangan yang mengikuti aturan(pola) tertentu 
e Nama suatu barisan biasanya diambilkan dari bilangan yang membentuk barisan 
itu 
3.2.Hubungan antara Relasi, Fungsi dan Barisan 


e Dua hal atau lebih dapat dikatakan berelasi jika terdapat suatu hubungan atau 
keterkaitan. Misalnya relasi lebih kecil atau lebih besar antara bilangan-bilangan 

e Bentuk khusus dari relasi adalah fungsi 

e Jika N adalah himpunan semua bilangan asli dan 4 adalah sebuah himpunan, 
maka fungsi f : N — A disebut sebagai barisan elemen-elemen dalam 
himpunan 4. Sebagai bayangan dari ne N adalah f(n) — a, € 4 oleh fungsi f. 

e Barisan untuk elemen-elemen pada himpunan 4 biasanya dituliskan dengan 
A1, A2, A3, ... atau fa,) dengan n EN. 

e Selanjutnya a,,a,,a3,... disebut suku-suku dari barisan tersebut. 


3.3.Barisan Khusus 
Beberapa barisan bilangan terbilang khusus, di antaranya adalah: 
3.3.1.Barisan Bilangan pada Rumus Rekursif 


e Jika diketahui pola bilangan 
# Pembentukan suku-suku berikutnya berasal dari suku-suku sebelumnya 
e Barisan aritmetika dan barisan geometri termasuk di dalamnya 


3.3.2.Barisan Bilangan pada Fungsi Pembangkit(Generating Function) 
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e Diberikan sebuah barisan bilangan real fa, 4: as, a,,a», ... dengan indeks n. Fungsi 
pembangkit didefinisikan sebagai deret pangkat(power series) 


Px) —apta,xta,x 4-- 
e# Masalah konvergensi tidak diperhatikan di sini 


3.3.3.Barisan Bilangan pada Relasi Rekursif 


e Relasi rekursif adalah nama lain dari fungsi rekursif (recurrence relation) 

e Fungsi adalah bentuk khusus dari relasi 

e Fungsi f dikatakan fungsi rekursif jika definisi dari fungsinya akan mengacu pada 
dirinya sendiri. 


Contoh C.1 
1) (OSK 2011) Jika bilangan asli disusun seperti berikut di bawah ini 


Tentukanlah besar bilangan ketiga pada baris ke-50 
Jawab : 


Perhatikanlah angka terakhir pada setiap baris, ternyata berupa bilangan kuadrat. 
Sehingga pada baris ke 50 angka Ketiganya adalah besar angka terakhir baris ke-49 
dikuadratkan ditambah 3, yaitu 492 4 3 — 2401 #3 — 2404 


2) (OMITS SMP 2012) Diketahui barisan bilangan 3, 6, 11, 20, 37, x, 135. Maka milai x 
adalah 


Jawab : 

Perhatikanlah pola dari soal di atas, yaitu 

W —U, —6—3—3 5 340) 

U3 —U, 511—6—5 5 (6—1) 

Uy —U3520—1159  —(11—2) 

Us —Uu4537—20517 — (20—3) 

Up —Us —Xx—37 — y 5 (y537—45 33) 
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Sehingga diperoleh nilai x —- 37 #- 33 — 70 


3) Tuliskan enam suku dari barisan yang definisikan denga rumus u, 1, — 2u, — (—1)" 
dengan u, —1 


Jawab : 

Barisan bilangan yang dimaksud termasuk rumus rekursif 
Diketahu bahwa u, — 1 sebagai suku awal 

u, 5 21, — (417 -21-—(—1)-241-3 

u3 5 2u, — (—1)2 52.3 -— (1) -6-1-5 

ug 5 2u3 — (1) 5 25 — (1) —104#-1— 11 

us — 2uy — (—1)#5—2.11—(1)—22-—1-21 

Up 5 2us — (—1)5 5 2.21 — (—1) —4241— 43 

Enam suku barisan tersebut adalah 1,3,5,11,21,43. 


4) Fungsi Ackerman adalah suatu relasi rekursif dengan 2 variabel bilangan bulat 
didefinisikan sebagai 


e A(O,n)—-n-#1 

6» A(m,0)—Al(m—1,1) 

6». A(m,n)— Alm —1,A(m,n — 1)) 
Tentukan nilai dari A(1,3) 
Jawab : 
A(1,3) — A(1-—1,A(13—1)) — A(0,A(1,2)) 


AM,3) — A(0, A(1,2)) — A (o, 41 SA AI 5 »)) -A (o, a(o, A1,1))) 

AA,3) —A (o, a(o,A1,1))) -A (0,4 (o, A(1 5. 1A(10)))) -A (0,4 (o.ato,a6.0))) 
AA,3) 5 A (04 (oato,a6.0)))) -A (4 (o, a(o, Ac - 1,0))) — 

A (4 (oto, 40,2) -A (o,a(o,4c0,2))) — A(0,A(0,3)) — A(0,4) — 5 


Jadi A(1,3) — 5 
5) Carilah fungsi pembangkit dari barisan berikut, dan sederhanakan setiap jawaban 


a. 1,1,1,1,1,1,0,0,0, ... 
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ba la 
Cc. 1,3,3,1,0,0,0, ... 


Jawab : 


a) Fungsi pembangkitnya adalah P(x) -1-4#-1x # 1x? #1x? #1x” 1x? 4 0x£ 4 Ox” 4 


0 514x4x2 4x 4x1 4x? - — 
b) Fungsi pembangkitnya adalah P2) —14-x 4x2 #x? 4xt 4. — — suntuk el «1 


c) Fungsi pembangkitnya aadalah P(x) —1-4-3x #-3x? 4-1— (14x)? 


3.4.Barisan Aritmetika 


Barisan aritmetika adalah barisan bilangan di mana setiap 2 suku yang berurutan 
selalu memiliki selisih yang tetap(konstan) 

Suatu barisan u,, U», 3, ..., u, disebut barisan aritmetika, jika u, — u,-, —- b pada 
tiap nilai n dengan b adalah suatu tetapan yang selanjutnya disebut beda yang 
tidak tergantung pada harga n. 

Bentuk Umum : a,a#b, a4#2b, a4#3b,...,a4# (n—1)b. 


Suku tengah (u,) adalah u, — Hu #U»K—1) jika pada barisan aritmetika dengan 


banyak suku (2k —1) dan k adalah bilangan asli yang lebih dari 2. 

Misalkan di antara x dan y disisipkan sebanyak k bilangan asli, sehingga barisan 

(Xx 4#b), (x 4 2b), (x 4 3b), ..., (x # kb), y . Maka untuk menentukan b baru pada 
y-X 


sisipan dapat ditentukan dengan rumus — maan 


3.5.Barisan Aritmetika Bertingkat 


Pada barisan ini tinggal melihat posisi suku sesudahnya 


a. 


Tingkat pertama 
Adalah barisan aritmetika itu sendiri, lihat pembahasan tentang barisan 
aritmetika 


. Tingkat kedua(kuadrat) 


Jika pada pola selisih tingkat pertama membentuk lagi selisih tetap seolah-olah 
sebagi selisih kedua 
Jika u, — an? #- bn #c ,maka 

1) Aa U3#U, —2U2 2 selisih pada tingkat kedua 

2 2 

2) a#-b4c—u, 

3) 3a4#b —u,—u, 

4) Sa4tb—-u3—u, 

5) 2a — u, #u3 —2u» 
Tingkat ketiga 
Jika pada pola selisih tingkat kedua membentuk lagi selisih tetap seolah-olah 
sebagai selisih ketiga 
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Jika u, —an? #-bn? #-cn #d, dengan 
1) u, adalah rumus suku ke-n 
2) A5 selisih terakhir pada tingkat akhir 
6 
3) a4tb#-c#d-—u, — suku pertama 
4 8a#-4b #2c#-d- 5, 
5) 27a4-9b #3c#-d- S3 
d. Tingkat ke-n 
Misalkan u, — A — suku pertama. B,C, D, dan seterusnya selanjutnya adalah 
beda tiap tingkatan. Perhatikan bagan berikut 


V A4B "asa Va “1 A44B46C-4D-E 


Bt-2C-D B#-3C43D-E 


VNY MX 
V”Y 


D D-... 

Maka untuk 

L) U4 — A 

|) U» — A - B 

0 U3SA42B4C 

0 Uu, 5A43B43C 4D 

L) sa 

im aa PE 
Pola Be A,B,C,D, dan seterusnya pada u,, mengikuti pola pada binom 
Newton 

Contoh C.2 


1) Jika diketahui barisan aritmetika 2,7,12,17, ... maka suku ke 2013 adalah 
Jawab : 
Dalam hal ini a —u, —-2 dan beda - bh —u, —u, -7-2-5. 


Sehingga suku ke 2013 adalah u,, -a-# (2013 —1)b — 2 # (2012)5 — 2 4 10060 — 
10062 


2) Diketahui barisan bertingkat dengan suku-suku sebagai berikut 
1,4,10, 20, 35,... 
Tentukan besar suku ke-10 dan rumus suku ke-n 
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Jawab : 


NAS AK YAA 
IABYARYA 
SINANA 


Dari bagan di atas dapat kita simpulkan bahwa barisan suku-suku di atas membentuk 
barisan aritmetika tingkat 3. 


Untuk u,, adalah 


Up 51 - Uo 2 AD «OH - 220 
Dan un SL ay A2 anang, 


3! 
nn #1)n #2) 
KA —“T—— 
6 
3) Ada 3 buah bilangan yang membentuk barisan aritmatika. jika suku tengah dikurangi 


5 maka menjadi barisan geometri dengan rasio 2. Jumlah barisan aritmatika tersebut 
adalah... 


Jawab : 


Misalkan 3 buah bilangan yang membentuk barisan aritmatika itu adalah a, (a # b), (a 
2b) dan jika a, (a#b — 5), (a4# 2b) akan terbentuk barisan geometri. 


# Pada barisan geometri berlaku U2 — U,.U,, sehingga 
(a4tb—5)?' —a.(a#2b) 
a' 4 2ab #b? —10a —10b #25 — a- #-2ab 
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bh? —10b 4-25 — 10a 
(b —5)? — 10a 
b—5 — #-v10a 


e Pada barisan geometri di atas juga disebutkan rasionya 2, sehingga 


at2b 
—4—a-t2b — 4a — 2h — 3a 


Hasil pada poin 1) dan 2) disubstitusikan, sehingga 


Untuk 2b — 3a —b — 5a 


9 
75 72521250 


10 5 
- —b, —- 


Ap — — 3 


A, 510 6 b, 5-15 
a-| 
9 


Sehingga ada 2 barisan aritmatika dan goemetri jika suku kedua dikurangi 5 sekaligus, 
yaitu 


10, 25,40 — S3 —10 4-25 -40—75 


e Barisan aritmatika — 10 25 40 75 
Ke ME Pe — S3 as 
9 9 9 
10, 20,40 
# Barisan geometri -310 20 40 
9g” 9' 9 


Jadi, jumlah barisan aritmatika di atas adalah 75 atau tai 


4) Diantara bilangan 6 dan 30 disisipkan 5 buah bilangan sehingga membentuk barisan 
aritmatika. Tentukan beda dari barisan baru tersebut(setelah disisipi 5 bilangan) 


Jawab : 


Dari soal diketahui bahwa x —- 6, y — 30, dan k — 5, maka beda baru setelah disisipi 
adalah 
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' 


2 ee 
“k41 541 6 


Jadi beda baru setelah disisipkan 5 bilangan adalah 4. 
3.6.Barisan Geometri 


e Barisan geometri adalah barisan bilangan di mana setiap 2 suku yang berurutan 
selalu memiliki perbandingan yang tetap(konstan) 
e Suatu barisan u,, U», 43, ..., Uu, disebut barisan geometri, jika 


in — y pada tiap 


Un—1 
nilai n € N dengan r adalah suatu tetapan yang selanjutnya disebut rasio yang 
tidak tergantung pada harga n. 

e Bentuk Umum: a,ar, ar?, ar, ...,ar" 1, 

e Suku tengah (u,) adalah up — “/u,. Ux— jika pada barisan geometri dengan 
banyak suku (2k —1) dan k adalah bilangan asli yang lebih dari 2. 

e# Misalkan di antara x dan y disisipkan sebanyak k bilangan asli, sehingga barisan 
menjadi: ,xr,xr?,xr3, ...,erk, y . Maka untuk menentukan r baru pada sisipan 


dapat ditentukan dengan rumus — ap 


3.7.Barisan Aritmetika-Geometri 


e Barisan aritmetika-geometri adalah barisan bilangan di mana tiap sukunya 
dibentuk dengan menambahkan dan sekaligus mengalikan dari suku sebelumnya 

e Suatu barisan u,, u»,U3, ..., Uu, disebut barisan aritmetika-geometri, jika tiap 3 
suku berurutan memiliki pola barisan aritmetika dan sekaligus pola barisan 
geometri dengan suku awal (a,) adalah 1 untuk deret geometri. 

e Bentuk Umum: a, (a4b)r, (a# 2b)r2, (a4# 3b)r3, ..., (a4# mn —1)b)r” 1, 

# Untuk suku ke-n yaitu u, — (a4# (n — 1)b)r” 1 


Contoh C.3 


1) Diketahui suatu barisan geometri adalah 128,64,32,16, ... tentukan besar suku ke 
2013 
Jawab : 


Dalam hal ini a -—u, — 128 — 2' dan rasio(pembanding)nya - r — — - aa — 5 aa 
1 


Sehingga besar suku ke 2013 adalah u»,,3 — ar?13-1 — 27, (2-1)2012 — 27-2012 — 22005 


2) Misalkan sebuah barisan geometri 2, 
tentukanlah 


3 ..128 dan banyaknya suku adalah ganjil, 


1 
4 


a) Suku tengahnya 
b) Suku ke berapakah suku tengahnya? 
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c) Berapakah banyaknya suku barisan geometri ini? 
Jawab : 


a) Diketahui barisan geometri ALE ..128. Suku pertama adalah — u, —- : dan 
Un 5 Upk—1 5 128 Serta r — 2. Maka suku tengahnya adalah 


| 1 
Ur 5 Af U1- U2K—1 — (5) (128) ai V1 — 4 
b) Diketahui bahwa u, - 4 — ar" 
1 
— 21 54 O71-532 0 201525 9gk—155 Ok56 


Jadi, suku tengahnya adalah suku ke-6 
c) Banyaknya suku barisan tersebut adalah (2k —1) — 2.6 —1—-12—1—11 


3)Tentukanlah rasio dari barisan geometri, jika 
a) Antara » dan 16 disisipkan 4 buah bilangan 
b) Antara 2 dan 162 disispkan 3 buah bilangan 


Jawab : 


a) Diketahui x — 5 ,7” 516 dank — 4 (genap), maka r hanya ada 1 kemungkinan: 


1 1116 
ae A —-32-2 
"IG 
2 
Barisan geometri yang dimaksud adalah 5, 1,2,4,8,16. 
b) Diketahui x — 2, y — 162 dank — 3 (ganjil), maka r hanya ada 2 kemungkinan: 
1 3-1/162 2 2 

pasa 5-5 4081 -13/” 3,dan 
xXx 2 r— —4 


Barisan geometri yang dimaksud adalah 
Untuk r — 3 adalah 2,6,18,52,162 dan 
Untuk r — —3 adalah 2, —6,18, —52,162 


4.Deret Bilangan 
4.1.Pengertian Deret 


e Deret adalah jumlah suku-suku secara terurut pada suatu barisan 

e Jika suku-suku yang dijumlahkan adalah baisan aritmetika maka deretnya 
disebut deret aritmetika. 

e Jika suku-sku yang dijumlahkan adalah dari barisan geometri maka deretnya 
disebut deret geometri. 
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4.2.Deret Aritmetika 


Jika u,, Uu», U3, ...,u, adalah barisan aritmetika, maka u, Hu, #u3 #--4-u, 
disebut sebagi deret aritmetika. 

ur adalah suku ke-n atau suku umum deret aritmetika 

Uu, —Sat(n—1)b 

Jika S,, adalah jumlah n suku pertama deret aritmetika, maka u, — S, — S,,-4 
S5, — Hu #u,) atau 


Sn 57 (22 # (n— 1)b) 


4.3.Deret Geometri(Berhingga) 


Jika u,, U», U3, ...,Up, adalah barisan geometri, maka u, Hu, Hu3 #---u, 
disebut sebagai deret geometri. 

ur adalah suku ke-n atau suku umum deret geometri 

Sar 5 

Jika S,, adalah jumlah n suku pertama deret geometri, maka u, — S, — S5-4 
S5, — Hen dengan r « 1 atau 

na Ga | dengan catatan r » 1 


Ti 


4.4.Deret Geometri tak Berhingga 


Jika suku-suku deret geometri bertambah terus mendekati tak hingga 


sie Oi : : 1-7" 
Jika jumlah deret geometri adalah $ — limo. SY» — 1iM,,. na d 
i se AO aa en Ii n 
limo aa lim,-. ar Ta —Tilimp-o 3 : 
Karena jumlah deret geometri tak hingga adalah $ — Tea 1limp-o r" 


Dan nilai lim,, »co Sp, tergantung dengan nilai lim,,.. r"" maka akan ada 2 
kemungkinan harga S, yaitu 


a. Jika (r| «1 atau (—1 «dr « 1) makanilai lim,-.r" — O. Sehingga 
- a 
S — lim,-oSn — 7 yang selanjutnya deret ini kita sebut sebagai 
deret geometri tak hingga yang konvergen. 
b. Jika Ir| -1 atau (r XS —l1lataur 51), misalkan untuk nilai (r « 


—1ataur »1) maka nilai lim,,.,..r" — 400. Sehingga $ — 
Tim, 520 Sn — — — — (Hoo) — #00 ,maka deret geometri tak 
hingga seperti ini tidak memiliki nilai limit jumlah atau divergen. 
Bagaimana jika r — 41, silahkan pembaca selidiki untuk kedivergennya. 


Contoh D.1i 
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1) (OMITS SMP 2012) Diberikan persamaan kuadrat 2012x2 -2011x- 2010 — 0, 
memiliki akar-kar n dan w. Maka nilai dari (14 14 R4 P4 Pt.) 14w4 #4 m3 
#w...) adalah. ... 


Jawab : 


Perhatikanlah bahwa 


AS 2012 (ewe), 2 
» 2012x2 — 2011x #2010 — 01h — —2011 Man an BnOe AA 
c — 2010 Ma  2ni3 


. LA ML PAP PL 
0 1E WE M4 MLM... — 


1 1 


Maka nilai dari (14 14-24 84m. )(14w4 M4 - mt.) (H( —)- 


1—n 1-w 
Te 1 1 2012 


1—(n4w)4#nw "3 1 (2) 5) - (ara) sa 2011 
2012 2012 2012 


2) Suatu bola dijatuhkan ke lantai dari ketinggian 1 meter. Jika pantulan bola dari lantai 
mencapai - dari tinggi semula, tentukan jarak yang ditempuh bola sampai berhenti 


Jawab : 


Jarak yang ditempuh bola tersebut adalah 


ap 51 meter 


So Sa, #2 (5) dengan A1 P3 


2 


Sehingga total jarak yang ditempuh bola adalah S., —1-- 2 (-) —1-4#2.2 —5 meter. 


A4 


Catatan : rumus 2 (&) digunakan karena bola memantul dari suatu ketinggian ke 


lantai, sehingga kita mendapatkan 2 kali deret geometri dari kejadian setelah bola jatuh 
dari suatu ketinggian. 


3) Hitunglah nilai dari s 2 : -5 EN 
Jawab : 
Kita misalkan 


Sep Mp sen Met una (kalikan £ dengan 5) 
2 4 8 16 2 
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1 
2 


2) 410553 
2 


. 1 1 
Sehingga Naa - 


4) hitunglah nilai limit dari 


a) limp-eo (1 tIt tt) 
2 2 2 
b) limy-.co (2-243--4 (173) 


Jawab : 


a) liMp..oo (4 tt —) — 143 t-7# adalah deret geometri tak hingga 


1 . . 1 1 LV. ak 
Aa Sehingga lim,, oo (4 tIt 5445) — Ss ai 


dengan r — 2-2 


Ui 1 


b) lim,,.... (2 “4 (5173 5) - 2-24 H-— adalah deret geometri tak 


2 
. . u pen 1 . & 2 2 
hingga juga dengan r — — — - aa Sehingga lim,,-. (2 wi Da aaa 


Ui 


. 5 
1—r — 3 


5 


alo| N 


4.5.Deret Aritmatika-Geometri Berhingga 


e Jika barisan bilangan membentuk barisan bilangan aritmetika dan sekaligus 
geometri seperti diilustrasikan sebagai : 
a, (a# byr, (a4 2b)r?, (at 3b7r3, ..., (at (n—1)bjr” 1. 
# Deret aritmetika-geometri memiliki jumlah 
S, —a#(a#-br4# (a4#2b)r?' 4 (a43b)r3 4 - 
(a 4 (n —1)b7r” 1 — ya 4 kdjyr" 
sapi (3 a-(at(n—1))7r” — br(1-—7r”-1) 
» Sehingga D, — — Me 


4.6.Deret Aritmetika-Geometri tak Berhingga 


e Jika suku-suku deret aritmetika-geometri bertambah terus mendekati tak hingga, 
a4# (a4-b)r4 (a4#-2b)r? 4 (a4 3b)r'4... 
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a-—(a#(n—1))r" 


e Karena deret aritmetika-geometri memiliki jumlah S - TE 


br) ia Ha 1 
Tapa 1 di mana nilai S bergantung dengan nilai lim,,-., r" maka ada 


2 kemungkinan, yaitu 
a. Jika Ir| x 1, maka deret konvergen 
b. Jika Ir| - 1, maka deret akan divergen 


a 
e Jika konvergen maka jumlah deret tak hingganya adalah $ —- —— -- 
Contoh D.2 
1) Tentukanlah jumlah dari 2 424 H4 54 


Jawab : 


Syarat suku awal deret geometri adalah 1 adalah terpenuhi, sehingga jumlah deret di 
atas adalah 


—..a br 2 (3)(5) 
3-5 Ta sh (1-7)2 “3 (1) (—) 


2 9 
S5m-t&54#6-10 


& 4@ 
5 8 11 14 
Jadi, jumlah suku dari 2 #-t--t-t—t- 510 
272 2 2 
2) Perhatikan kembali Contoh D.1 no.3 
U 3 Bea 
Hitunglah nilai dari — - — --— - -:-: 
2 4 8 


Jawab : 
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K0 S5 
Misalkan S — -#--#---4-- 
Rn Be 


Deret di atas dapat dipandang sebagai deret aritmetika-geometri, untuk 
menyelesaikannya kita ubah dahulu suku pertama bagian deret geometri dari 2 menjadi 
1, yaitu dengan mengalikan 2 pada masing-masing ruas. Sehingga kita mendapatkan 


2 
25 5147444 TN an Ba 


1-2) 
5-?-3 


4.7.Deret Khusus 


e Lihat bahasan pada bagian barisan khusus dan juga bahasan tentang prinsip 
teleskopik. 

e Untuk u,,u», U3,..., Up adalah bilangan bulat, suatu bilangan disebut bilangan 
amenable jika bilangan-bilangan itu memenuhi kondisi YX, u, — Flo, y —-n 
Sebagai misal: 
24-2—2x2-—4 
14 (—1)414(—1)#-24#-2—1x(—1)x1x (—1)x2x2—4 
14-24-3—1x2x3 —6 
1#-(—1) 4-14 (—1)#-5 —1x(—1)x1x (—1)x5 —5 
1414#-24-4—1x1x2x4—8 
14#-14#-24-24-2—1x1x2x2x2-—8 

e Deret bilangan yang melibatkan deret Fibonacci. 

Misalkan F, merupakan suku ke — n dari barisan #ibonacci, dengan F, — 0, 
F5 FS Ep Fox, tF, Sertan 2 0. 
n 


pn JA (D0 AG AG) Ia 


e Untuk pertidaksamaan HM-GM-AM-OM 
Jika u,, U2,U3, ...Up E R positif, maka 


: n ujytup bu 
MiIN(U,, Up,» U) STS Yu, up Uu, Ak 
—4 


—A-— n 
Uu1 Un 
2 2 2 2 
Uj Fu buj3 Abu 
SA « maks(u,, up, ..., us) 
Dengan : 


D2 232 
a. Rata-rata kuadrat(OM) : minlu,, up», ....u,) « jet tan « 


maks(u,,u»,..., Up) 
b. Rata-rata aritmetika(AM) : 
- UytUptHtun 
mintlu,, Uu», ..,up) S 2 maks(u,, Uu», ..., Up) 
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c. Rata-rata geometri(GM) : mintu,, uz, ... Up) S Yu, Up ..U, S 


maks(u,,u»,..., Up) 
d. Rata-rata harmonic(HM) : 
Min (U4, Up... Up) SA. S maks(u,, Up, .... Un) 


Uu” Un 
Contoh D.3 
1) Buktikan bahwa 10072913 - 2013! 
Bukti: 
Dengan pembuktian langsung 
Untuk ketaksamaan AM-GM 


Lk 23 kA-2013 


Ta 5 '8Y/123...2013 


223112013 52013” W123 2013 


2013.2014 2013 
———— 22013 vV1.2.3...2013 


1007 5 “Y1.23...2013 
10072013 5 1,2.3...2013 
10072013 5 2013! 


Jadi, benar bahwa 10072013 — 2013!. m 


2) (OSN 2010)Diberikan a, b,c adalah tiga bilangan asli yang berbeda. Buktikan bahwa 


atb-#c,ab Hac #- bc, 3abc 
Tidak mungkin membentuk barisan aritmetika maupun geometri. 
Bukti : 


Dengan pembuktian langsung 


# Untuk ketaksamaan AM-GM , a,b,c EN dana#b #c kita mendapatkan 


a-b? 4 a2c? 5 2a?bc 
a2h? 4 b?c? 5 2ab?c 
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a2c2 4 b?c? 5 2abc? 


Ah? 4 a2c2 4 h?c? 5S abcla#b-o) 
Ah? # a20? 4 b?c? #2abc(a#b tc) 5 3abcla#tb-#oc) 
(ab ac # bc)? 5» 3abcla#b-c) 


ab-ac-#bc 3abc 
atb#tc ab-#-ac-#-bc 
ab-ac-#bc 3abc ' 
Karena , jelas bahwa 


atb4tc ab#tac-#bc 
atb-#c,ab ac # bc, 3abc tidak akan pernah membentuk barisan geometri 


e# Perhatikanlah bahwa 
3abc #(a4#b-#c) —2(ab H#ac#-bc) — alb —1)(c—1) #-b(a—1)(c —1)- 
cla—1)(b—1)-30 
Misalkan juga 
atb —1)(c—1) #bta—1)(c—1)#-c(a—1)(b—1) — 0 hal ini dapat terjadi jika 
a—sb—-c—1 tetapi hal ini kontradiksi dengan fakta bahwa a #b #c. 
Sehingga yang benar dalam hal ini adalah 
3abc #(a#b-#c)—2(ab#-ac-#bc) 5 0 
Karena 3abc #(a#b#-c) — 2(ab #ac # bc) £ 0, maka 
3abc — (ab H-ac #-bc) # (ab#ac #bc)— (a4#b -#c). Hal ini menyebabkan 
a#b-#c,ab ac # bc, 3abc tidak akan pernah membentuk barisan aritmetika. 


Jadi, terbukti bahwa a 4 b #c,ab #- ac # bc, 3abc tidak akan mungkin 
membentuk barisan aritmetika maupun geometri. » 


5.Induksi Matematika 

5.1.Pembuktian Dalam Matematika 

5,.1.1.Bukti langsung 

Pembuktian langsung adalah pembuktian yang dilakukan secara langsung 
Contoh E.1 

1)Jika diketahui 3|(a 4 4b), buktikan bahwa 3|(10a #4 b) 

Catatan: alb berarti bilangan b dapat dibagi habis oleh a. 

Jawab : 


Dari soal diketahui bahwa 3|(a #4b) dengan kata lain 3n — (a#4b), dengan n EZ, 
selanjutnya untuk 
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(d0a #b) —a44b #9a— 3b —a44hb 433a—b) —3n#3(3a—b) — 3(n# (3a—b)) 


3n 


Sehingga jelas bahwa 3|(10a #b) — 3| (3(n # (3a — b))) adalah benar adanya. 


Jadi, terbukti. 


2)Tunjukkan bahwa jumlah kuadrat lima bilangan bulat positif yang berurutan tidak 
merupakan bilangan kuadrat 


Jawab : 

Misalkan kelima bilangan bulat positif yang berurutan adalah (a), (a #1), (a#2),(a- 
3), (a44) dengan a 5 1,a E€ Z. Selanjutnya kita kuadratkan masing-masing seperti 
perintah soal, sebagai berikut 


(a74 (a41)? 4 (A4 27274 (a43)? 4 (a44)? 


— AW 4aA2#-2a4#14-A? -#4a#44-a?' #ba#9H-a? #Ba #16 — 522-202 30 — 
5(a? 4 4a 46) —5(a4t24V-—2)(a#2-—V-—2) 


Bentuk terakhir tidak menunjukkan bentuk kuadrat 

Jadi, terbukti. 

3)Jika diketahui a, b,c bilangan bulat dan 6|(a #b #c), maka buktikan 6|a? #- b? 4 c? 
Jawab : 

Seperti pada pembahasan sebelumnya, 6|(a #b #c) dapat kita tuliskan sebagai 
(a#b-#c) — 6k dengan k e Z dan perlu kita ingat juga bahwa a #b 4 c habis dibagi 6 


berarti di antara a, b dan c pasti salah satunya berupa bilangan genap. 


Perhatikan bahwa (a4#-b 4)? —a' #-b? 4c? 4 6babc 4#- 3(a?b Ha?c Hab? 4 h?c-H 
ac? 4 bc?) 


@ Ah tc? 5 (atb-#o)' — babc — 3(a?hb Ha?c Hab? #h?c ac? 4 bc?) 
S3 4c3 — (atb 40) — babe —3(((a4b 4 c)(ab H ac 4 bc) — 3abc) 
a@ th 4-c? — (a4tb-#o)' — babe — 3la#b #co)(ab ac # bc) #9abc 


Sh 40? — (atb 40) —3(((a4b 4 O)lab Hac 4 bc)) 4 3abc) 
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a-h3 4c? — (6k)? — 3(6k)(ab H- ac # bc) 4# 3abc 


Karena di antara a,b dan c berupa bilangan genap maka bentuk abc pasti berupa 
bilangan genap atau nol dan 3abc akan pasti berupa bilangan yang habis dibagi 6. 


Selanjutnya kita tuliskan 3abc —- 6m , dengan m EZ. 


Sehingga 


ah Hc? — (6k)? — 3(6k)(ab H ac # bc) t 6m 


ah? 4c? — 6(36k? — 3klab #ac # bc) #m) 


Bentuk terakhir menunjukkan kenyataan bahwa 6la? 4 b? 4 c? adalah benar 


Jadi terbukti 


5.1.2.Bukti tak langsung 


Ada 2 macam pembuktian tidak langsung, yaitu 


a) Dengan kontradiksi 
b) Dengan kontraposisi 


Contoh E.2 


Buktikan bahwa “ Jika k? bilangan ganjil, maka k bilangan ganjil,” dengan 
menggunakan 


a) 


kontradiksi 


b) kontraposisi 


Jawab : 


a) 


b) 


Bukti dengan kontradiksi 

Diketahui bahwa k? bilangan ganjil, akan dibuktikan k bilangan ganjil juga. 
Andaikan k bilangan genap, maka k dapat dinyatakan sebagai k — 2n mn EZ. 
Karena — 2n, maka k? — (2n)? —»k? —4n' &»k? — 2(2n”). Karena k? — 
2(2n2) ini berarti k2 adalah bilangan genap 

Hal ini bertentangan(kontradiksi) dengan yang diketahui, yaitu k? bilangan 
ganjil. Oleh karena itu pengandaian haruslah diingkar, yakni k haruslah 
bilangan ganjil (terbukti) 

Bukti dengan kontraposisi 

Kontraposisi dari implikasi(pernyataan) pada soal di atas adalah "Jika k bilangan 
genap, maka k2 bilangan genap." 

Bukti: 
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Diketahui bahwa k bilangan genap, akan dibuktikan k2 juga bilangan genap. 
Karena k bilangan genap, maka k dapat dinyatakan sebagai k — 2n mn EZ. 
Untuk — 2n , makak? — (2n)” »k? —4n »—k' — 22m). 

Karena k? — 2(2n2) ,maka k? adalah bilangan genap. 

Terbukti bahwa Jika k bilangan genap, maka k? bilangan genap, sehingga 
terbukti pula bahwa Jika k? bilangan ganjil, maka k bilangan ganjil. 

Karena kedua pernyataan itu ekuivalen. 


5.1.2.1.Paritas (Tambahan) 


Paritas adalah Kesamaan harga atau nilai. Dapat juga dikatan bahwa paritas adalah 
kesepadanan atau kemiripan 


e Sifat paling dasar dari bilangan bulat yaitu genap atau ganjil 
e Jika aeEZ dan 7 Z, maka a adalah bilangan bulat genap 


e Jika aeEZ dan ST E Z, maka a adalah bilangan bulat ganjil 
e Dua bilangan bulat ganjil dapat dikatakan memiliki paritas yang sama 
e Dua bilangan bulat genap juga dikatakan memiliki paritas sama 
e Dua bilangan bulat di mana satu genap dan yang satu ganjil dapat dikatakan 2 
bilangan bulat memiliki paritas yang berlawanan 
Contoh E.3 


1) 2013 paritasnya adalah ganjil dan 0 paritasnya adalah genap serta bilangan 2 dan 3 
memiliki paritas yang berlawanan. 


2) (OSK 2012)Tentukan banyaknya bilangan bulat n yang memenuhi 

(n —1)(n — 3)(n —5)...(n — 2013) — n(n #2)(n #4)...(n # 2012) 
Jawab : 
Perhatikanlah soal di atas, 
(n —1), (n— 3), (n — 5),...,(n — 2013) adalah bilangan-bilangan bulat dengan paritas 
yang sama, sedangkan n, (n #2), (n #4),...,(n #2012) adalah bilangan-bilangan bulat 
dengan paritas yang sama pula. Paritas bilangan-bilangan bulat di ruas kiri berbeda 
dengan paritas bilangan-bilangan bulat di ruas kanan. Sehingga kesamaan tidak 


mungkin terjadi. 


Jadi, banyaknya bilangan bulat n yang memenuhi persamaan di atas adalah 0 (tidak 
ada). 
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3) (OSK 2012)Tentukan banyaknya pasangan bilangan asli berbeda di mana selisih 
kuadratnya 2012 adalah .... 


Jawab : 

Misalkan bilangan asli yang dimaksud adalah m dan n dengan m » n. 

m? —n2 — 2012 6 (m-#n)(m—n) — 2012 — 22.503. Jelas bahwa bilangan 2012 
memiliki paritas genap sehingga m #-n dan m —n haruslah memiliki paritas yang sama. 
Oleh karena itu hanya ada satu penyelesaian untuk kasus tersebut yaitu m #n — 1006 
dan m —n — 2. Dari 2 persamaan itu kita mendapatkan m — 504 dann — 502 

Jadi, banyaknya pasangan bilangan asli berbeda hanya ada 1. 

5.2.Prinsip Induksi Matematika 

5.2.1.Prinsip Induksi Pertama 


Misalkan (n) , n € N adalah pernyataan yang akan dibuktikan kebenarannya 


a) P(1) benar, dan 
b) Jika P(n) benar, maka P(n #1) juga benar untuk semua n 2 1. 


Sebagai catatan langkah a) disebut sebagai basis induksi, sedangkan untuk langkah 
b) dinamakan langkah induksi. Langkah induksi di sini terdapat asumsi(andaian) yang 
menyatakan kebenaran P(n) dan asumsi tersebut dinamakan dengan hipotesis 
induksi. 

5.2.2.Prinsip Induksi Kedua 

Misalkan P(n) adalah pernyataan yang akan kita buktikan kebenarannya dengan 

Vn 2n,,n EN serta semua bilangan asli n » n, tidak harus dimulai dari 1. Ada 2 tahap 
yang perlu kita buktikan 


a) P(n,) benar, dan 
b) Jika P(n) benar, maka P(n #1) benar untuk setiap n 2 n, 


Contoh E.4 

1) Buktikan bahwa untuk setiap n e N berlaku 
14243444 -4n 57104) 

Bukti : 
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(i) Langkah basis: Untuk n — 1 diperoleh 1-1, sehingga P(1) benar. 

(ii) Langkah induksi: 

Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 

142434444131 #1) 

adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, yaitu 
14243444414 041) 551 41)(M 41) 41) 


Diketahui bahwa 14-24-3444 --4-n— 2n(n #1), sehingga diperoleh 


14243444414 (41) 5 Inn 41) 4 41) — m4 1) (pn41) - m4) (2) - 
241) 42) 5514 M #1) #1) 


Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
14243444 en nat 1) benar untuk semuan EN. 


2) Buktikan bahwa untuk setiap n € N berlaku 
1 
124-234-344454---4n.(n#1) — 37 (n #1)(n #2) 


Bukti : 

(1) Langkah basis: Untuk n — 1 akan diperoleh 2 - 2, sehingga P(1) benar. 
(ii) Langkah induksi: 

Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 

12423434445 4--4n(n #1) — Ln(n 41-42) 


adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, yaitu 


12423434445 4--4n. m41) 4 n4#1)m 42) — 5(n4 Dn #1) 4 
1)(m4#1) #2) 


Diketahui bahwa 
124-234-34-4-454----4#-n.(n4#1) — Ln(n #1)(n #2), sehingga diperoleh 
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12423434445 4--4n.(n4#1) #(n4#1)n 4 2) — 5n(n #1714 2) 4 
(1 411 4 2) — (141142) (2141) — (1417142) (& - (m4114 27143) — 


“4D (41) 41)(m 41) 41) 


Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
12423434445 4--4n.(n4#1) — Ln(n #1)(n #2) benar untuk semua n EN. m 


3) Buktikan bahwa 


1 1 1 n 
— 4 — 4 — 


1 
TO aa” “Tm na 


Bukti : 
(1) Langkah basis: Untuk n — 1 akan diperoleh 5 — 5 , sehingga P(1) benar. 
(ii) Langkah induksi: 


Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 


A0 en ON Ke 
1.2 2.3 3.4 


Ta: 
n.n-1) “—n4#1 


adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, yaitu 


1 1 1 1 1 n-#-1 
TT n(n4#1) 1 (n41)(nt2) nt2 


Diketahui bahwa 


1 1 1 1 n 


12 23 34 n(n41)  nt1 


sehingga diperoleh 


1 1 1 1 3 1 
PU aa ana aa 
n(n#2) 4-1 n t2ntA trDarl .ntd 


“K4 M4AD ME1)M4D M4) M42) n-#2 


1 


Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 


Tt T T 
— HL —— nh — 5 —— benar untuk semuan€EN. 
12 23 34 n(n41)  n4#1 
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4) Buktikan bahwa 


Bukti : 

(1) Langkah basis: Untuk n — 1 akan diperoleh 5s 2 — : yaitu 1 — 1, sehingga P(1) 
benar. 

(ii) Langkah induksi: 


Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 
1 1 1 1 1 
ee aan Ja Dp 
peter tS2 n 


adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, yaitu 


3 TA 1 1 1 
na (m4172 — 2 n41 
Diketahui bahwa 

1 1 1g 1 1 : 5 

S3 aa aan aa at Yi 

ptatott S2 —- sehingga diperoleh 


1 Aa aa Pe 1 23 La 1 5 (: 1 ) 
IP. 25 132 n2 (n4#1)22— n (m4122 n (n-#1)2 


535 (n#1)2 —n 2 n24#2n#1-—n 25 n'4n-#1 
5 n(n41)2 | n(n #1)2 - n(n #1)? 
Re n(n #1) #1 5 n(n #1) me 1 
n n(n #1)? - nn 4 10)2/ n-1 
Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 


1 Tt 1 1 1 
— 4 —4-—4--4—42-— —- benar untuk semuan EN. - 
12 22 32 n2 n 


5) Buktikan bahwa untuk n E N,bentuk 5" —4n —1 akan habis dibagi 16 

Bukti : 

(i) Langkah basis: Untuk n — 1 akan diperoleh 5! — 4.1 —1 — O dan 0 habis dibagi 16 
atau 16/0 , sehingga P(1) benar. 


(ii) Langkah induksi: 
Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 


57—4n—1 habis dibagi 16 selanjutnya 5" —4n —1—- 16m, mEZ 
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adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, yaitu 


5nt1 4(n-#1) —1 Diketahui bahwa 
57 —4n—1— 16m, m E Z sehingga diperoleh 


571 An41)—1—5.5”—4n—5 —5(5"” —4n—1)#-20n #5 —4n—5— 
5(5" —4n—1) #-16n —5.(16m) #16n —16(5m-#n) 


Jelas bentuk di atas adalah bilangan kelipatan 16. 


Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
57 —4n—1— 16m, meEZbenar untuk semuan EN.“ 


6) Buktikan bahwa bentuk 


(Rn)! 
21n! 


Merupakan bilangan bulat untuk semua n 


Bukti : 


(2.1)! : 
21! 1 e Z, sehingga P(1) benar. 


(1) Langkah basis: Untuk n — 1 akan diperoleh 


(ii) Langkah induksi: 
Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 


(Rn)! 
an! 


adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, yaitu 


2m 2))! 
2141 (4 1)! 


Diketahui bahwa 
(2n)! & 7, sehingga diperoleh 


an! 


(2n41))! —— (2n42)! — (2n42)2n41)(2n)! — (2n41).(2n)! (Rn)! 
2141 (41)! 2” 4)!” 224m! 2 (2n #1) (F5) 20 


Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
aa benar untuk semua n EN. # 
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7) Buktikan bahwa (2 4 V3)" 4 (2 — V3)" selalu berupa bilangan bulat untuk ne N 


Bukti : 


(i) Langkah basis: Untuk n — 1 akan diperoleh (243) 4 (2-—vV3) -4e1, 
sehingga P(1) benar. 


(ii) Langkah induksi: 

Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 

(2 V3)” 4 (2 —ajaN” EZ,untuk mSndanm,n€EN 

adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, yaitu 
2) “Ov3) Tet 

Diketahui bahwa 

(2-4 V3)" 4 (2—V3)" e Z sehingga diperoleh 

(243) 4 (2-3) 5 (24 V3)" 4 (2 -— V3) ) (243) 4 (2 —V3)) - 
(2-96 -V9(C 2-3) ) 


Ingat bahwa a41 4 p"41 — (a"4b(a#-b) —abt(a"1 #- hb"), untuk kasus di atas 
kita misalkan a — (2 #3) dan b — (2 —V3). 


Dengan mengasumsikan bahwa untuk a — (2 #v3) dan b — (2 — V3), bentuk a" 4 b", 
an" php dana -#b adalah bilangan bulat, maka a”"! 4 "41 juga bilangan bulat. 


Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
(2-#V3)" 4 (2—v3)" selalu berupa bilangan bulat adalah benar untuk semua n EN. # 


8)Buktikan bahwa untuk semua n e N, bilangan (3 - V5)" 4 (3 — V5) habis dibagi 2” 


Bukti : 


(i) Langkah basis: Untuk n — 1 akan diperoleh (3 45) 4 (3-5) -6, dan 7-3, 


(35) H3—v5) 6 
21 “12 


dimana 3 € Z atau — 3 dengan 3 e Z sehingga P(1) benar. 


(ii) Langkah induksi: 
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Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 


(345) 4(3—v5)" 


2n 


mb (3 #5)" 4 (3—v5)" —m.2”€EZ,untukneN 
adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, yaitu 


Baya BS 


2141 


—keEZ,untukneEN 


Diketahui bahwa 
(3 45) 4(3—v5)" 


-a —mMELZL,untukneEN 


sehingga diperoleh 


(84 NN #(3-— V5) 
2nt1 


ma((6 4D)" 4 (3-3) (G4 V5) 4 (3-3) 


(845) -— V3) (G4 8)" 4 (3-5) )) 
ae (m. PO AGAN) T 4 (3- 9) 
2 Tar (3m 212 ((34 V8)" 4 (3- 9) 
map 2((34V5)" 4(3—v5)) 


2nt1 2nt1 
(8 RS) “A5 V5) 


2n—1 


Ingat bahwa a”41 4 p"41 — (a"4b(a#b) —ab(a"1 #- bh"), untuk kasus di atas 
kita misalkan a — (3-5) danb — (3 — V5). 


Dengan mengasumsikan bahwa untuk a — (3 4 V5) dan b — (3 — V5), bentuk “H2” 
an ypn—1 N41 pnt 


2n—1 


dan adalah bilangan bulat, maka £ : juga bilangan bulat. 
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Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 


en selalu berupa bilangan bulat adalah benar untuk semuan EN. - 


5.3.Beberapa Kesalahan(fallacy) dalam Pembuktian 
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Tanpa sengaja kadang kita mengalami kesalahan-kesalahan 
Contoh E.5 
1) Perhatikan deret berikut 

1 Ba On ai ena Un ai inai IE 2 Uas Ula An: 


Ada beberapa hal yang perlu kita perhatikan berkaitan dengan deret, misalkan seperti 
tersebut di atas. Kita akan mengalami kesalahan apabila kita kerjakan dengan 
pemisalan atau menggunakan prinsip te/eskopik sebagaimana berikut ini: 


a. Dimisalkan S -1—1-4#-1—14#1—1-:- 
S5 1-1)4-1-1)4(1-1)4-- 
S5504#04-0-4--—0 

b. Misal yang lain S -1—14#-1—14#-1-—1--:- 
S51-(1-141-141-—1-4--) 
S—1-$ 


C. Atau misalkan lagi S -1—-14#-1—1-#-1—1----- 
$S51-41-1)-Ad-1)-(d-1)--- 
$551-0-0-—-0-—-- 

S51 


Dari satu deret ada beberapa hitungan yang menghasilkan 3 jumlah yang berbeda. 
Padahal menurut konsep matematika untuk deret 1 —1-#-1—1-1—1---- adalah 
deret geometri tak hingga dengan r — —1, sehinga deret tersebut divergen atau tidak 
memiliki jumlah 
2)perhatikan persamaan berikut, diberikan a — b 
selanjutnya 

a) ab —a? 


b) ab —b? —a'—b? 
c) bta—b) —- (a4#-b)la—b) 


d) b—-a-#tb 
e) b—2b 
f) 1-2 
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Letak kesalahan untuk proses di atas adalah saat langkah c) ke d), karena a-—b — 0 
dan pembagian dengan nol tidak didefinisikan maka hal tersebut harusnya tidak boleh 
dilakukan. 
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Contoh Soal dan Pembahasan 


1. Jabarkanlah 


Aa. Noclkix2Uk 


b. » 1xks12 Up 
gcd(k,12)—1 


C. Yasksr2 Up 


k prima 


Jawab : 
Aa. Docikic2Ur SU—p FU-y Hu, Hu» 


b. » 1sks12 Ur — Us, - Us - Uz - Uz1 
gcd(k,12)-1 
Cc. Yasa Ur — U» - U3 - Us - Uz - Uz1 


k prima 


. Jabarkanlah 


Jawab : 


Y Yee 


k51 l-1 


SL 1224 13244 YR2 #22 “A3 be DA) 


# (312327431373 42) 


. Hitunglah nilai dari 


1 1 1 
14——t—— ph  —— 
1-2 14#-2-4-3 1#-24-3-4-:---4- 2013 
Jawab : 
Gunakan formula 
Te Bun ae— AE 
142 14#2-4-3 14-24-3-4----4-n n-1 
Sehingga 
Aa Sa Da Sen SN PA an 
1-42 14#-2-4-3 14#-24-3-4---4-2013 2014 1007 


. (OMITS 2012)Tentukanlah nilai dari 


1 2 3 5 8 13 21 
245454 5—4—4 S4 L4....... 
2 3 10 24 65 168 442 
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Deret bilangan di atas merupakan deret teleskopik, coba anda perhatikan penguraian 
dari bilangan di atas 


IN NI 
Il 
ba 
| 


HI 
- 
| 


N N - wW 
ale »ja slw 
UlIb wir Nik 


1 2 3 5 8 13 21 
2454 5—4—4 — 4 —4 —-#... 52 
2 3 10 24 65 168 442 


5. Diberikan susunan bilangan 7474474447444474444474444447..., berapa banyak 
bilangan sebelum angka 7 yang ke-2013 


Jawab : 
Perhatikan bahwa 
e Sebelum digit 7 yang kedua ada 2 bilangan atau - —1 bilangan 
e Sebelum digit 7 yang ketiga ada 5 bilangan atau — —1 bilangan 
e Sebelum digit 7 yang keempat ada 9 bilangan atau Ka —1 bilangan 


e dst 
e sebelum digit 7 yang ke-n ada bilangan sebanyak aa) —1— UK) 
bilangan 


sehingga sebelum digit 7 yang ke-2013 ada bilangan sebanyak He ipnan 2 
20156012 . (4006)(2015) angka. 


6. Diketahui barisan aritmetika, carilah suku yang diminta 
a. 2,7,12,17,... Suku ke 2010 
b. 8,11,14,17,... suku ke 2011 
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C. —21, —18, —15,... suku ke 2012 

d. 17,14,11,8,... suku ke 2013 

e. —5,0,5, 1,... suku ke 2014 
Jawab : 


a. Diketahui barisan aritmetika 2,7,12,17, ... dengan a — 2,b — 5 dan u, — 
at (n—1)b—bn#-a—b ,sehingga u, — 5n — 3. 

Maka suku ke 2010 adalah u»51y - 5(2010) — 3 — 10050 — 3 — 10047. 
untuk selanjutnya, 

Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 

Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 

Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 

Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 


DAN 


7. Jika suku ke 6 dari barisan aritmetika adalah 27 dan suku ke 12 sama dengan 
48, tentukanlah suku ke 10. 


Jawab : 

Diketahui 

Uu, —a4t5b—-27 
Uu» 5at11b— 48 


Untuk hb -1 ba-27-5b-27-5(1) 55-25 
2 2 2 2 2 
Sehingga u9 44 9b - 49 (7) —41 


8. Jika pada sebuah deret aritmatika yang terdiri dari n suku (ganjil), dengan suku 
tengahnya 20 dan beda deret tersebut adalah 3 serta jumlah seluruh sukunya 
260. Tentukan U, 


Jawab : 

Pada deret aritmatika berlaku jumlah seluruh suku - S,, — n.U, . 
Diketahui beda - b — 3 

260 —n.20 &n — 13 ,jelas U, — suku tengah — Us 

U, —5a#6b—-20 — a-46.3—20—a-—20—18-—2 

U, —a4t5b—-2-45.3—-2-4-15—17 

Jadi suku ke enam adalah 17 


9. Disisipkan 5 bilangan antara 14 dan 86 sehingga membentuk barisan aritmetika, 
tentukan barisan bilangan yang dimaksud. 


Jawab : 
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Tentukan dulu beda yang baru(b”), yaitu 


“KI 
Dengan y — 86,x — 14,dan k — 5 sisipan, maka beda barunya adalah 
86 — 14 


fit 


Kn Ia 
Sehingga barisan yang dimaksud adalah 14,26,38,50,62,74,86. 


10.Jika bilangan positif x, y,z membentuk barisan aritmetika, buktikan bahwa 
1 


Juga barisan aritmetika 


Jawab : 
Dengan model pembuktian langsung. 
Perhatikan bahwa untuk x,y,z adalah barisan aritmetika, maka berlaku 
o 2y —x-tz 
o x—z1-—2(x—y) 
L) X—YyS—Yy—Z 
. x—y— Se —z) 
Sehingga untuk 
1 1 1 


Ny 4Vz Vz 4x Vx 4 /y 


Membentuk barisan aritmetika, maka 


2 1 1 
- 4 
Vz4x /ytvz Vxt/y 
Atau 
1 1 2 


ae an Vz 4 Vx 
Dengan merasionalkan penyebut, maka 
TA aa: 
Jytvz Wy —Vz) NVx4 Jy Wx — /y 
WN Va Jy OF ARI), 
—z xX—y xX—y 
(ingat y —z —x —y) 
VE-NZ  20K-N7) oo 2W—N7) 2 
x—2 (VX V2) Wx—Vz) Vxtvz 


sg 


1 
to-a) 
Jadi, teUKa Dana UnguK bilangan positif x, y,z membentuk barisan aritmetika 


maka —— na NPL FE Te ET T juga barisan aritmetika. # 
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11.(UM IKIP PGRI 2009)jumlah dari n bilangan positif genap yang pertama adalah 


306. Jumlah 5 bilanga terakhir dari barisan bilangan genap tersebut adalah. ... 


Jawab : 

Misalkan S,, adalah jumlah bilangan genap yang dimaksud, maka 

Sp — 2(a #a#(n—1)b) — 306, dengan a — 2, b — 2 dan n adalah banyak 
sukunya. 

Sehingga 

2 (2424 (n— 1)2) 5306 #n(14#14#(n— 1)) — 306 &n(n #1) — 306 — 
17.18 — (17)(417 #1) » n— 17 

Untuk u, 5a4#(n—1)b » u, 524(17 —1)2 — 34 

Jadi kelima bilangan tersebut adalah: 26,28,30,32,34 


12. Diketahui barisan geometri, tentukan suku yang diminta 
a. 4,2,1,5, .. Suku ke 2010 
. 2, —2N3, 6, —6V3,... suku ke 2011 
211 1 


5,5, —,... Suku ke 2012 


" 3'3'6'12 


b 
Cc 
d. 4,8,16,32,... suku ke 2013 
e. 81,27,9,3,... suku ke 2014 


Jawab : 


a. Diketahui barisan geometri 421,5, .. dengan a — 4,r — - dan u, —ar" 


TN 
sehingga u, — 4 (&) 5 DD JA 
Maka suku ke 2010 adalah u»p49 — 222019 — 2-2007 — 


Untuk selanjutnya, 

Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 


1 
22007 


pang 


—1 


13. Diketahui barisan geometri besar suku ke tiga adalah 27 dan besar suku ke lima 


adalah 3. Tentukanlah barisan geometri tersebut. 


Jawab : 


Diketahui pada barisan geometri, suku ke-n adalah u,, — ar”“1, sehingga untuk 


u3 5 27 dan us — 3, maka 
Uso ME nan 3 1 
Aa Tar TE 
Selanjutnya untuk 
ar? 527 5 a(5)-27 »a- 243 


Sehingga untuk 
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a)r -3, barisan geometri yang dimaksud adalah 243,81,27,9,3,1, ... 


b)r - —5 , barisan geometri yang dimaksud adalah 243, —81,27, —9,3, —1,... 


14. Disisipkan dua bilangan antara 28 dan 112 sehingga membentuk barisan 
geometri, tentukan barisan bilangan yang dimaksud. 


Jawab : 
Untuk sisipan pada barisan geometri, maka rumus r baru adalah 


j k41 |Y 
r — (- 
xX 
Di mana k — 2,x — 28,dan y — 112, maka 


241/112 3 
“—“—-V4 
28 “ 


Sehingga barisan geometri yang dimaksud adalah 28,28 V4, 56V2, 112 


r 


15.Seorang bekerja dengan gaji pertamanya adalah Rp.900.000, —dan telah 


dijanjikan untuk tiap tahun akan mendapatkan kenaikan sebesar 1096. Tentukan 


gajinya pada tahun ke 10 orang tersebut bekerja. 


Jawab : 


Diketahui gaji pertama —- u, —- 900000. Pada tahun kedua gajinaya akan mejadi 
0 


1 
U» - Us Maki Tobkas! 


10 
u, — 900000 - Tog: “00000 


u, 5 900000(1 # 0,1) — 900000(1,1) 
Pada tahun ke tiga 
10 


U3 5 Wwt Too 2 
u3 5w(14#01) —u,(1,1) 
u3 — 900000(1,1)(1,1) — 900000(1,1)?2 

Maka 

u, — 900000(1,1)”-1 
Sehingga 

up 5 900000(1,1)? 
Jadi pada tahun ke sepuluh besar gaji orang tersebut adalah 900000(1,1)” 


16. Diketahui barisan geometri dan tentukan nilai n terkecil sehingga sukunya 


memenuhi syarat yang diberikan 
a. 1,137» dan u,, « 0,0001 


b. 3,6,12,24,... dan u, » 10000 
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Jawab : 


a. Diketahui 
1 133 .. dan u, £X 0,0001 dengan u, —ar"1, a—1,danr — 5 
Maka 
ar" 1 « 0,0001 
1 n—1 
1.(— 104 
(5) Ka 
pel ag "Unas 


log21” « log10- 
(1 —n)log2 «log10 
(4 — n)(0,3010) « —4 
—4 


ln gi 


pete 
na teri 


n51 t 5301 
n 5 14,289 


Jadi nilai n terkecilnya adalah 15. 


b. Diketahui 
3,6,12,24, ... dan u, » 10000 dengan u, — 3,danr — 2 
Maka 
ar” 1 5 10000 
2 21 10” 
log(3)(2”) 5 log 10” 
log3 #log2”" 5» 4 
log3#- (n—1)log2 54 
0,4771 4 (n — 1)(0,3010) » 4 
(n — 1)(0,3010) » 4 — 0,4771 
(n — 1)(0,3010) » 3,5229 


(n —1) 5 


n51-# 


0,3010 
n 512,7 


Jadi nilai n terkecilnya adalah 13. 


17.(UM IKIP PGRI 2010)Tiga bilangan berurutan membentuk deret aritmetika 
dengan selisih bilangan ketiga dengan pertama adalah 6. Jika bilangan ketiga 


ditambah 3 maka akan membentuk deret geometri. Jumlah dari kuadrat bilangan 
tersebut adalah. ... 
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Jawab : 
Misalkan 3 bilangan tersebut adalah a, b, c 


. a#b-4c adalah deret arit metika 

. c—a-—6 

. a#b-4 (c-#3) adalah deret geometri 

Pada deret geometri berlaku b2 — a(c #3)... 1) dan 
pada deret aritmetika berlaku 2b - @ #C woo. 2) 
kuadratkan 2), sehingga 4b? — a? Hc? 4 2AC “eno. 3) 


Substitusikan 1) ke 3) maka 4(atc #3)) — a? 4 c? #2ac 

4ac #12a —a'4-c? #-2ac & 12a—a-4#-c2'—2ac & 12a — (c—a)' & 
re Ao An ana mann Ak am 4) 
Sehingga b — 6danc — 9. Maka nilai a? #b2 4 c2 — 32 4 62 4 92 — 126 


18. Hitunglah jumlah dari 


a. 14-24-3-#:-:--42013 
b. 14#-24448-4---4- 22013 
C. 14-34-9427 H-4 32013 
d. 14#4-4#16464-4---4 42013 
e. 14#-5-425-4-125 4-4 52013 
f. 146-436 4216 4-4 62013 
9. 147-449 4 343 H-4 72013 
h. 1484644512 4 --- 4 82013 
il 1494814729 4-4 92013 
j- 1410-4100 - 1000 4 --- - 102013 
Jawab : 


Pembahasan diserahkan kepada pembaca 


19. Carilah jawaban dari rumus rekursif berikut 
a) wu 51 t3 
b) ur, 5 Sus, 
C) u, 5—5u,, #3 
d) up 5 2up-1 # Up» 


Jawab : 
a) Uu, —w,t3 D Up 5 Up, #13 
Un 5 (Up2143)43 D Up Up» #23 
Un 5 (v3 43) 43) 43 D Up SUp3 #33 
We ne TU 1)3 Up 5 t(n—1).3 


Jadi, rumus rekursif untuk u, — u,-—, #3 adalah u, —-u, #(n—1).3 


b) un 5 Sun-1 S Up 5 5 n—1 


Un 5 5(5un—2) S Un 5 5'Un-2 
Un — 5(5(5un-3)) S Un 55 3Un-3 


Un — 5 Uti S Up 5 5", 
Jadi, rumus rekursif untuk u, — 5u,—, adalah u, — 5" !u, 


C) u, 55u,, #3 D Un 554, #3 
Un 5565u, #3)-#-3 5 Up 5521, 4t341-45) 
Un 5 5(5(5u3 #3) 4-3) 4-3 5 Un 55813 43145452) 


Un S3 unt F3 A5 A5 ab) 


n—1. 
AS F3 (£ - ) 


n—1. 
US 3 (£ 7 ) 


Un 5 5", 4 “(57 —1) 
3 


La aa 


Jadi, rumus rekursif untuk u, — 5u,., #3 adalah u, — 5”-1 (u up ) -: 
d) Misalkan u, -x",x # 0 
Maka untuk relasi rekursif linier homogeny berderajar 2, 
Un 5 2Up41 Un DX" 5 2x” 1 4x12 5» x2 — 2x41 (masing-masing 
ruas dibagi x”-2) 
X4 5 1 - V2 
X2» ai 1 — V2 
Sehingga diperoleh persamaan rumus rekursifnya, yaitu 
n n 


Dengan c, adalah koefisien. 


#-2e-1-0| 


20. Jika diketahui barisan bilangan positif u, Xu, X uz « -- dengan 
Un42 5 Uny1 tUn 
dengan n » 1. Jika us — 120, maka ug 


Jawab : 
Misalkan u, — x", maka 
145 
X4 — 2 
Uny2 5 Unyy tUp SD X2 5 Ny X2 5x41 Dx2—x—1—0 18 
Xp) 5 —— 


Dari soal kita mendapatkan 


Unt2 5 Unsi YU, . Kita juga bias mendapatkan fakta x? — x8 -x7 5 x? —x? — 
120 


5x8 5 ————601V541) 


Pa Ca F 


Ka lx sa 
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Jadi, nilai us - 60(V5 #1) 


21.Diketahui fungsi f: N — R, dengan kondisi 
(a) #4) —1 
(b)f 0) #-2f 2) 4-3f BD) #----#-nfn) —n(n #1)f(n) untuk n » 2 
Tentukanlah nilai dari f(2013) 


Jawab : 

Diketahui f(1) —1 

. Untuk n —2 5 f0) #2f/(2) —2.3.F2) — f(2) — : 

. Untuk n —3 5 FA) #2f(2) #3f 3) 5 34 FD)» fYD — - 
. Untuk n 54 — f(4) —- 

. Untuk n —5 » f4) — 
Sehingga f (2013) — 2 


4026 


5 (pol 


0 


22.(OMITS 2012) 
Sebuah fungsi dinyatakan dengan bentuk : 
f (fat 1) 4 flat f))) —a-#2 
Jika f(1) — 1, tentukanlah nilai dari f (22 4 4? 4 82 4 162) 


Jawab : 

Dari soal diketahui bahwa f(1) — 1. Selanjutnya untuk a — 1 kita mendapatkan 
f A42 4f4470))-142 

Dengan sedikit manipulasi kita mendapatkan 

#0410) 44470) 14 (1470) 

Misalakan 1 4 f(1) — x, diperoleh 

(Ot) -x41 

f270)-x-1 

Karena f(1) — 1 maka ganti x dengan 1, sehingga kita peroleh 
f0-—141—2 

Berikutnya, kita peroleh juga f/(4) dengan f(4) — f(2f(2))-24-1-—3 
Demikian juga f(8) — f(2f(4)) —-4-41-—5. 

Untuk f(16) — f(2f(8))-84#-1-9 

Dari pola di atas kita mendapatkan f(x) — 24 1 dengan x bilangan asli genap 
Sehingga untuk nilai dari 

f 22442 4 82 4642) — f(4180) — 4 1 —-20904-1- 2091 


23.Misalkan V(n) adalah sebuah fungsi yang memenuhi tiga kondisi untuk semua 
bilangan asli n 
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a. V(n) adalah bilangan asli 
b. V(n-#1) 5 Vin) 
Cc. vwvm)) — 31 

Carilah nilai dari V (2012) 


Jawa : 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca. 


24. Tentukan apakah bderet berikut konvergen atau divergen 
a. 1—-14#1-—14#1-—-- 
b. 1—-244—8-416-—-- 
CG 14145414 L4.. 
2 4 8 16 
d. 14#0,1-0,01- 0,001 # 


Jawab : (pembahasan diserahkan kepada pembaca) 
a. Deret divergen 

b. Deret divergen 

c. Deret konvergen 

d. Deret konvergen 


25. Tentukanlah nilai dari deret 


a. -t5t—t 
P3 PS 
3 3 


C. 164-124#-9-4--- 
Ka Pa aa 
10 100 
Jawab : 
a. Deret di atas adalah deret geometri tak hingga dengan a — ar — 


1 a 
2 Serta So 5 — 


Maka S., - ——- 
1— 3 


b. Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Cc. Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
d. Pembahasan diserahkan kepada pembaca 


26. Perhatikan desimal bersambung berikut apa bila kita deret dalam bentuk 
pecahan 
12 
12 12 (op) 12 


12 
0121212 ...— —— 4 — A4: — — — 
100 B3 1002 124 99 


Tuliskan desimal berikut dalam bentuk pecahan 
a. 0,1111... 


0,2222... 
0,3333... 
0,4444... 
0,5555... 
0,6666... 
0777 
0,8888... 
0,9999... 
0,343434... 
0,105105105... 
25,827827... 

. 0,13131313... 
0,201320132013... 
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Jawab : 


1 
a. Untuk 0,1111...— Mg Bat , maka nilainya adalah S., — & — 
10 100 1000 ari 
bd 


2 ng 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
. Pembahasan diserahkan kepada pembaca 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 


SI3TFKPTIO MmpAang 


27.Misalkan deret berikut ada, tentukan jumlah deret berikut 
a. at#ar' tart 4... 
b. sinx #sinxcosx #sinxcos? x #- 
C. Hogx#logx#'logx-... 
d. 14x4x24x? 4 


Jawab : 
a a—a 
Aa. So 5 —, maka KP — Pa karena ( En 
Ba anta a sinx 14cosx 
. fee) Se Pa "— 


2 
Ci Sa 2 l02X . 5(21ogxp-?logx? 
l-r 1 
2 


d. Seo — '.-2—21-27 


28.Hitunglah nilai limit untuk 
a. liMp5o (3x t312 1313 ha Lani) 
2 4 2n 


b. Jim, 500 (1 4x2 Hxt 44x) 


Jawab : 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 


29.Misalkan deret 
212 De - 2. 2 P3 
“3 32 33 33 


S 
a. Carilah formula jumlah S,, dari n suku pertama 
b. tentukanlah nilai S 
C. tentukan n sehingga selisih antara S dan S,, kurang dari 10-$ 


Jawab : 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 


30.Misalkan deret geometri dengan u, — 2”&-2), Tentukan nilai x agar deret 
tersebut ada 


Jawab : 


Perhatikan bahwa 
Un 5 21x —1) 


Uu, 5 21(x—1) 
Up — 22x—1) 


Makar — — 
Ui 
(12)? 
(26-D)1 
Supaya deret ada 
Haruslah (Irl x1 & —1«rc1 
—1 26 «1 


log10-! « log24-» « 10g10' 
2x 
—10g10 « log «l1og10 
—log10 « log2“ —log2 « log10 
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—log10 -log2 «log2” « log10 #-log2 


2 
log Tg cxlog2 «log20 


1 
log aa log20 
log 2 s3 log 2 


"log5” «xx 10og20 


"log «xx 10820 


31.(OMITS 2012) Untuk jumlah 6036 suku pertama deret geometri adalah 1141 dan 


jumlah 4024 suku pertamanya sama dengan 780, maka jumlah 2012 suku 
pertamanya adalah. ... 


Hana suku pertama U,- a, U,- ar, U3- ar?', dan S»51» - jumlah 2012 suku 
pertama, Sso24 - jumlah 4024 suku pertama serta S,536 - jumlah 6036 suku 
pertama, dimisalkan S-512 - X, ditanya S»9512? 

maka, (Syo24 — S2012)X (Sgo2a — S2012) 5 (S2012) X (Sg036 — Sao2a) 

Sehingga (780 — x)(780 — x) — x. (1141 — 780) 

608400 -1560x # x12 — 361.x 

x? —1921x # 608400 — 0 

(xX— 400)(x — 1521) — 0 

X 5 400vx — 1521 


Jadi, dengan melihat deretnya maka S59512 - X - 400. 


32. Tunjukkan bahwa jumlah tak hingga deret aritmetika-geometri S — aa 4 Pan 


untuk (r| «1 


Bukti : 
Perhatikan bahwa rumus jumlah suku ke-n deret aritmetika geometri adalah 
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aa (at n—1))7r” br(1—1r”1) 
Li 1-—r (1 — 7)2 
Karena harga lim, cr" — 0, maka persamaan rumus menjadi 


a—(at(n—1)/r" ai Da 


limo S— limo | TT (1-7 


Kan Ae (atm-1))r br rn 
lim, 50 $ 5 liMp..co 2 lim,, co FE #liMp,5co Tn limo A2 
lim Apa Pa SPP lg ae ap 

NO“ y—p (1-7)? “pr (1—7)2 
2 3 a br 
Jadi, terbukti bahwa S., - — # Ca al 
33. (OSK 2002 )Jika 
2 Ta ANN 1001 
LAN "5 2001 
dan 
I KENN LeE S 10012 
b 5 —4—#t— 


sun 2gga 
Carilah bilangan bulat yang nilainya paling dekat dengan a — b 


Jawab : 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca 


34.Tunjukkan bahwa 96 adalah bilangan amenable 


Jawab : 
suatu bilangan disebut bilangan amenable jika bilangan-bilangan itu memenuhi 
kondisi FE, u, — Me, —n 
Perhatikan bahwa 96 — 32.3 — 2.2.2.2.2.3.1.1.1...1 
83 angka 1 
Sehingga 24-24-24-24-24-34-1-4#1-4#1-4--41—2.2.2.2.2.3.11.1...1 — 96 
83 angka 1 83 angka 1 
Jadi, terbukti bahwa 96 bilangan amenabie. “ 


Apakah 2013 termasuk bilangan amenable? 
Silahkan uraikan sendiri jawaban Anda 


35.(OSN 2006)Tentukan bilangan bulat 85-digit terbesar yang memenuhi sifat: 
jumlah semua digitnya sama dengan hasil kali semua digitnya. 


Jawab : (perhatikan bilangan amenable) 
Pembahasan diserahkan kepada pembaca yang budiman 
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36.Buktikan bahwa untuk n € N berlaku 


37. 


38. 


n(3n —1) 


aa 


Bukti: 
(1) Langkah basis: Untuk n — 1 diperoleh 1 — 1, sehingga P(1) benar. 
(ii) Langkah induksi: 
Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 
1444744 (3n—2) — Kr 
Adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa P(n #1) juga benar, 
yaitu 
144474--4(3n-—2)4 (3-41) —1 
Diketahu bahwa 1#- 4-47 -4----#(3n—2 

n(3n—1) 


TERATAI KE an 2) FM 2) 5 H BM 2) Up 


n(3n—1) | (6nt2) 3n2 —ntbnt2 — 3n2 Pee. — Bean — a1nfasi- 1) 


(3n #1) — aa aa 
Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
14447-4- 4 (3n-— 2) 5 ND benar untuk semua n e N. » 


ye 2 (m41)(3(n4#1)—1) 


3 An, sehingga diperoleh 


"Gn 1) 


Buktikan bahwa untuk n € N berlaku 
1 438458 4-4 2n—1) —n2(2n? — 1) 


Bukti: 
Pembuktian diserahkan kepada pembaca 


(OMITS 2012)Misalkan F, merupakan suku ke —n dari barisan Fibonacci, dengan 
FK 5F, —51damn F4, SE #F,-,- Tentukanlah nilai dari 


2012 2012 2012 2012 
R( 1 Ja 2 Ja 3 Jon (a01) 
Jawab : 


Diketahui bahwa F1, — EK, 4 Fo, 

EH 51, F5 1, F, 52, F5 3, Fo 55, Fe 58, F, 5 13, F3 5 21, dst 
Perhatikan untuk 94, F, (") 

Ambil n — 2, maka 


Sa -R (080) -10410 3-5, 


Misalkan ambil n — 3, maka 
2 Expo “TX “32 313 


i-1 
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Ya 10110420 -8-1, 


Misalkan lagi AB 7 maka 
Dn) et) AG) 


F7 51(4) 4#1(6) # 214) #3(1) — 21 — Fg 
i-1 
Sehingga 
. - 17) 5 Fa 
. 2 F7) 5 Fe 
. 2 17) — Fg 


. Dst 
& 52012 p, (1) — Aa 


e# Jadi, 
- 2012 Pe 2012 Pa Aa ia ng 
.( 1 J: (2) 3( 3 20121 2012 


— 2 F, (5) — Fgo2a 


t—1 


39. Buktikan bahwa 


Yn € W berlaku 
(a 4 b)" 


r-0 


# jasa LI 


DS War Yaa (Ya (ama 
n 


Bukti : 
Dengan induksi matematika 


(i) Langkah basis: Untuk n — 0, diperoleh (at b)? — (S)a'b' — 1, sehingga P(1) 
benar 


(ii) Langkah induksi: 
Asumsikan bahwa P(n) benar, yaitu 


(a#- b)" — elaja Ab" — (Mar 4 (ab 4 (n)a" 2? 4 Ce jab" 4 


(ajp" 
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Adalah benar (hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa p(n #1) juga benar, 


yaitu 


(a 4 by 5 pan ja" Tp — (ega 4 (“)arh Nu Ga Dea 1 PSN 3 
("F"jab" 4 an Tea 
n n-#-1 


Kita mulai 


(a4# bb)" — (a4-b)(a Hb)" 


1 
4 2 a" Tp" 
Aan (Yara (Warta 4 (Masri ("Jane 


Dengan menjumlahkan suku yang sejenis kita mendapatkan 


sa On Ona Dem Ga ai 


19 katak GOD Litisan OPEN Lois Du GP “gn Iin Ketua GGD C1 Ja GOD Uta 


Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 


3" b)P 5 Pe olaja" Tp" — (aja” 4 (aja” bp 4 (ja? 2p? 4-4 (1 )ab”T 4 
n hn 
n 


Benar untuk semua n €E W. - 
40.Tunjukkan bahwa n! 5 2" untuk n 2» 4 


Bukti: 

(i) Langkah basis: Untuk n — 4, maka 4! » 2! adalah benar 
(ii) Langkah induksi: 

Asumsikan bahwa p(n) benar, yaitu 
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n! 5 2" untuk n 2 4 

adalah benar(hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa p(n #1) juga benar, 
yaitu 

ml! Smk 1).2” 5271 

(m1)! 5 2171 

Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
untuk n 5 4, n! 5 2". - 


4 


ka 


.Buktikan bahwa (1-4 x)" 5-1 -#-nx , untuk x » —1 


Bukti : 
(1) Langkah basis: Untuk n — 1 kita mendapatkan (1 #x)! 51 #1.x adalah 
benar. 
(ii) Langkah induksi: 
Asumsikan bahwa p(n) benar, yaitu 
44-21)" 5»1-4#-nx , untuk x 5 —1 adalah benar(hipotesis induksi). Akan 
ditunjukkan bahwa p(n #1) juga benar, yaitu 

A4x)1 5 44x 014x)3 A4#nx)A #x) —14#(n4#-1)x #nx? 

2514#-(n-#1)x 

Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
“4x7” 514#nx untuk x 5 —1. 


42.Buktikan bahwa untuk tiap n bilangan asli berlaku 
1- pe sn 
— — na ... —— n 
V2 V3 V4 ”——“Nn 
Bukti: 
Pembuktian diserahkan kepada pembaca 


43.Buktikan bahwa 10" 4 3.4"42 4 5 habis dibagi oleh 9 


Bukti : 
Bukti diserahkan kepada pembaca 


44.Perhatikan bahwa Ix #y| &S xl # Iy|. Buktikan bahwa untuk setiap bilangan asli 
n kumpulan fa,, a», a3, ..., ap 4, berlaku bahwa 
la, tap, ag t--#an| S la, #lap| #lagl 4-4 Jani 


Jawab : 

Untuk (x #yl| S lal # Iyl ay EN 

la t#alslaltlal, 

la, #a, #a3| — la, #(a, ta3)| Sla,| # la, #as| S la,| #la»| # laz| 
Sehingga dengan cara serupa akan didapatkan 

la, ta, #a3#--#arl S las #la,| #lazl --- 4 Jani 
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Jadi, terbukti. « 


45.Tunjukkan bahwa untuk n »1, 
(1-4 V5)" 5 Xp 4 Yr V5 


dengan Xx», yn EZ 


Bukti: 
(1) Langkah basis: Untuk n — 1 kita mendapatkan x, — y, — 1 keduanya adalah 
bilangan bulat 
(ii) Langkah induksi: 
Asumsikan bahwa p(n) benar, yaitu 

(A4-V5) -x, tynV5 
dengan Xx», yn EZ 
adalah benar(hipotesis induksi). Akan ditunjukkan yaitu 

“4-4 V5) 5 (Kn # NVS) AAS) 5 X7 4 X7VS A4 YNVS 4 5Yn 
- (en t 5yn) t (en t Yn)V5 

karena x,, dan y, keduanya adalah bilangan bulat maka (x, #5y,) serta 
(Kn #yn) juga bulat. 
Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
untuk n 51, 

(1-4 V5)" 5 Xp 4 Yr V5 


dengan Xx», yn EZ. W 


46. Buktikan bahwa untuk bilangan asli pertama yang lebih besar dari (1 4 V3)" 
akan selalu habis dibagi oleh 2”! 


Bukti: 
(i) Langkah basis: Untuk n — 1 kita mendapatkan 
(143) (A43) 4423 7,46 
NN aa" "oa 
dengan asumsi V3 — 1,73 
benar bahwa bilangan bulat yang lebih besar dari 7,46 adalah 8 dan 8 habis 
dibagi oleh 4. 
(ii) Langkah induksi: 
Asumsikan bahwa p(n) benar, yaitu 
bilangan asli pertama yang lebih besar dari (1 - V3)" akan selalu habis dibagi 
oleh 2”t#1 adalah benar(hipotesis induksi). Akan ditunjukkan bahwa p(n #1) juga 
benar, yaitu 
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er MU Oa Bana E 4 2g (24v3) (24173771 
— A2An 12 Ne en “Tg 


2nt1)41 22141 2 2 


- (3,73) 1 


2 
Karena bilangan ganjil berpangkat berapapun dari bilangan asli pasti akan tetap 
ganjil dan bilangan bulangan bulat yang lebih besar dari (3,73)”"1 dengan ne N 
serta diasumsikan V3 — 1,73 pasti akan merupkan bilangan kelipatan dua. 
Sehingga (3,73)”"1 dengan n EN akan selalu habis dibagi oleh 2. 
Karena langkah (i) dan (ii) telah dibuktikan kebenarannya, maka terbukti bahwa 
untuk n € N untuk bilangan asli pertama yang lebih besar dari (1 - V3)" akan 
selalu habis dibagi oleh 2”!!. & 


47.Buktikan bahwa untuk n e N bagian bulat dari bilangan (8 4 3v7)” merupakan 
bilangan ganjil. 


Bukti: 
Pembuktian diserahkan kepada pembaca yang budiman 


48. Buktikan juga bahwa bilangan asli pertama yang lebih besar dari bilangan 
(V3 # V7) "akan selalu habis dibagi oleh 22” 


Bukti: 
Pembuktian diserahkan kepada pembaca yang budiman 
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